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Chapitre* Méthodes de calcul quantique

SAMIR KENOUCHE - DEPARTEMENT DES SCIENCES DE LA MATIERE - UMKB

METHODES MATHEMATIQUES ET ALGORITHMES POUR LA PHYSIQUE

Résumé

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les méthodes de calcul quantique usuelles afin de quantifier
efficacement et précisément ’énergie des systémes quantiques (atomes, solide, ... etc), car la résolution
exacte de I’équation de Schrédinger électronique est impossible. Dans ce chapitre, nous détaillons au prix de
quelques répétitions utiles pédagogiquement, le formalisme mathématique de deux méthodes quantiques les
plus emblématiques du formalisme quantique, & savoir la théorie de Hartree-Fock et la théorie de la densité
de la fonctionnelle. Ce sont des méthodes de résolution approchée de ’équation de Schrodinger stationnaire
a plusieurs corps utilisant le principe variationnel pour approximer la fonction d’onde et I’énergie du niveau
fondamental. Toutefois, ce chapitre débute par un bref rappel mathématique inhérent a la théorie quantique.
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I. Introduction

A théorie de Hartree-Fock a été développée pour résoudre 1’équation de Schrodinger stationnaire.

Cette théorie est fondamentale pour une grande partie de la théorie des structures électroniques.
Elle constitue 'ossature de la théorie des orbitales moléculaires, qui postule que chaque électron peut
étre décrit comme une fonction a une seule particule (orbitale) qui ne dépend pas explicitement des
mouvements instantanés des autres électrons. Pour des systemes de grande dimension, on utilise la
DFT (Density Funcional Theory, en anglais) ou la Théorie de la Densité de la Fonctionnelle. Alors
que la fonction d’onde (11,72, -+ ,7x) n’a de sens que par son carré exprimant une mesure directe de
la densité électronique p(r). L'intérét de travailler avec la densité électronique, tient au fait que c’est
une observable et nous pouvons donc la mesurer expérimentalement, par exemple, par la diffraction
des rayons X donnant des cartographies de densité électronique. L’autre intérét de la DFT est que
p(r) est une fonction de trois variables (z,y, z) calculable en tout point de l’espace. Alors que la
fonction d’onde pour un systeme poly-électroniques dépend des coordonnées de tout les électrons,
pour un systeme a N électrons il en résulte 3 N variables. De ce point de vue, la DFT permet une
tres grande simplification. Le but ultime est une description mathématique de la distribution des
électrons dans les systémes quantiques permettant aux expérimentateurs (chimistes et physiciens)
de développer une compréhension approfondie de la liaison et de la réactivité chimiques, de calculer
les propriétés physico-chimiques et de faire des prédictions basées sur ces calculs. Par exemple, un
domaine de recherche actif dans I'industrie pharmaceutique consiste a calculer les modifications des
propriétés chimiques des médicaments a la suite de modifications de la structure chimique. Le choix du
modele de calcul théorique pour un systéme chimique implique presque toujours un compromis entre
la précision et le cofiit calculatoire. Des méthodes plus précises et des bases plus larges permettent
de prolonger la durée des calculs.

Avant d’aborder en détail ces méthodes de calcul quantique, il semble pertinent de rappeler d’abord
quelques notions mathématiques fondamentales inhérentes a la physique quantique. Pour les étudiants
(es) ayant déja acquis ces connaissances élémentaires peuvent passer directement a la section ([II)).

A. Espace vectoriel des fonctions d’ondes

L’état spatial d'une particule est décrit par la fonction d’onde (7). Dans un espace a une dimen-
sion :

Y : R—C
x— ()

Ainsi ¢(x) est une fonction a valeurs complexes. Formellement, ’ensemble des fonctions d’ondes
forment un espace vectoriel normé sur le corps C, c’est I'espace de Hilbert () :

E’H — SH
)1, P > Py + 1y
Ft,

Cl—>gH
VA — Ay

Important ! les détails mathématiques sur les espaces vectoriels sur les corps R et C sont donnés
en annexe ([VI)). Par ailleurs, selon la notation de Dirac, la fonction d’onde ¢ (r) est symbolisée par
|1), appelé ket. Nous écrirons :
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V) = |1) + |1e2)

|0) = Alihn)

Dans cette notation, la fonction d’onde devient un point (I'extrémité du vecteur |¢))) de 'espace
vectoriel &y. Le produit scalaire Hermitien de deux fonctions d’ondes |¢4) et |¢2) est le nombre
complexe (1q|1po) défini par :

(ilia) = [ i vnde (1)

Avec ¥y est le nombre complexe conjugué de 1. Si (¢1]he) = 0 alors [¢h1) et [thy) sont orthogonales.
En voici un exemple, soient les fonctions d’ondes 1, (x) = /%1% et 1)y (x) = /%% avec 3; = 27/T et
Po=87/T :

(P1leh) = /oT e—iB1T i 1, /oT el (P2=P)z — /OT cos((B2 — B1) x) +j /OT sin((f2 — A1) z) =0 (2)

=0 =0

L’intégration d’une fonction sinusoidale sur sa période 1" donne systématiquement un résultat nul.
Les surfaces sous la courbe des parties négative et positive sont égales en valeur absolue mais elles
ont un signe différent. Les fonctions d’ondes ¥4 (x) et ¢q(z) sont donc orthogonales. Par ailleurs, la
norme au carré est définie par :

I = @l = [ |o(@)dz >0 (3)

Cette norme (ou distance) traduit la surface sous la courbe positive de |¢(x)[>. Dans le cas ou

l|¥]] =1 ((]) = 1) on dit que le vecteur |¢) est normalisé ou de fagon équivalente :

[ @) dr =1 4)

Cette normalisation est importante afin d’interpréter |¢)(x)|> comme une densité de probabilité de

présence. Les fonctions d’ondes pour lesquelles 'intégrale existe sont appelées des fonctions de
carré sommable ou de carré intégrable et ’espace de Hilbert sera noté :

En = L2(R)
En voici quelques propriétés du produit scalaire défini plus haut, VA € C :
= (Unlha) = (Y2lthr)”
= (Mr|tg) = A" (dhathn)
= (U1 + Y2lts) = (U1|s) + (a|ts)
= (WA + Aathe) = A (W[hr) + Ao (Y[1)

Notons que le vecteur dual (11| est une application, au sens mathématique du terme, qui associe
a un vecteur |¢,) un nombre complexe résultat de (11 |1)2). Formellement nous écrivons :

Chapitre? Méthodes de calcul quantique 112

MASTER PHYSIQUE - Toutes options confondues



Cours complet est disponible sur mon site web : http://sites.univ-biskra.dz/kenouche/

M. Samir KENOUCHE

(1] © Eyr— C
|12) > (W1[tha)

Ainsi, (11| est une forme linéaire de I'espace vectoriel £. Le vecteur dual (| est appelé bra dans
la littérature. A partir d’un vecteur [¢)) € £ nous pouvons construire au moyen du produit scalaire,
un vecteur dual (| € &;; et inversement, nous avons donc un isomorphisme.

Y (|11, |1h2) € Ex Y (A1, \a) € C?

Si |¥) = A [hn) + A [he) = (Y] = AT (U] + A3 (¢

Nous avons : ¥(x) = |[¢) (ket psi) et (¢1| = ¢(x)* (bra psi). Dans l'espace vectoriel £, on représente
les vecteurs d’état sous forme de vecteurs colonnes :

U1 U1
U2 (%)

[thr) = | U3 et [h) = | U3 (5)
Unp Un

Les bra (vecteurs duals) associés sont des vecteurs lignes :

<w1‘ = (UT, u;, u;, e 7“2) et <¢2| = (UT>U;>U§: T a’U;;)
De sorte que le produit scalaire s’écrit :

U1
(%

(rlhe) = (u, ug,ug, -+ yup) | Vs | =D ufvi = (olin)”
: i=1

Un

Un systéme quantique peut se trouver dans une infinité d’états, en revanche chaque état est unique.
L’ensemble des états possibles d'un systéme forment un espace des états (structure d’un espace
vectoriel). Il est toujours possible de combiner ces états pour en former un état possible du systeme
et inversement, il est possible de décomposer un état en combinaison linéaire des états possibles du
systeme. Chaque combinaison est unique pour un état donné, il existe une infinité de combinaison.
Ce qui nous amene a définir les bases algébriques :

Tout les espaces vectoriels peuvent étres étudiés par des vecteurs numériques (les coordonnées). Une
base {ej}jeI de € est une famille libre et génératrice si :

libre : ¥ un sous-ensemble fini F C I, Z cjej=0g alors Vje F,c;=0. Cela signifie que nous
JEF
obtenons un vecteur nul Og uniquement si les coefficients de la combinaison c; sont nuls.

génératrice : Y ov € £,AH C T telle que 3! des scalaires {xh}hGH =>0v= Z Th €.
heH

Awec les xy, sont les coordonnées de v € € dans la base {en}, 4. Autrement dit, chaque élément de
& peut s’écrire comme une combinaison linéaire unique (ou mathématiquement 3!) de la base {en}),c4,-
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Théoréme : Vv € £ est une combinaison unique des {ey}, ., si et seulement si les {en}) ey
forment une base dans €. En d’autres mots, si {en}, 5, forment une base dans £, alors I’élément
v € & est identifié par ses coordonnées.

Exemple d’application 1

Nous souhaitons calculer la matrice canonique, notée Mpc(f) d’une application linéaire f :

f: R?+—R3
(as,y)l—>($+y,2x,y—x)

Flz,y) = f(1,0) = (1,2,—1) = 1(1,0,0) +2(0,1,0) — 1(0,0,1)
Flx,y) = £(0,1) = (1,0,1) =1 (1,0,0)+0 (0,1,0) +1 (0,0,1)

e1 es e3
1 1
= MBC(f) = 2 0
-1 1

En effet, les vecteurs {e;},_, 5 forment une base dans R*®. Autrement dit, chaque élément de R3
pouvant s’écrire comme une combinaison linéaire unique des vecteurs de la base {e;},_, 5. Soulignons
que les matrices Mpc forment un espace vectoriel car elles vérifient ses propriétés.

Exemple d’application 2

1 6
Considérons le R3-espace vectoriel, v, vo € E? telle que vy = | 2 | etwvy = | 4
-1 2
9
— Montrer que v = | 2| est une combinaison linéaire de vy et vy.
7
Cherchons ¢y, co € R tel que :
9 1 6
2| = C1 2 + Co 4 (6)
7 —1 2
9= c1 + 6 Co c _3
= 2=2¢,+4c :>{ 61:2
7= —c1 + 2 Co 2
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B. Rappels sur les bases orthonormées

Une base {e1,es,€3, -+ ,e,} est orthonormée si et seulement si :

6j'€z':1 si ]:2

ej-e=0 si j#i

C’est le cas par exemple de la base canonique de R™ :

1\ /0\ /0 0
Ooff1]1]0 0

R*=|0]10][1 0 (8)
0/ \0/ \0 1

L’intérét de ces bases orthonormées c¢’est qu’on peut calculer facilement un produit scalaire. Prenons
deux éléments vy et vy d'un espace vectoriel, décomposons ces éléments respectivement dans les bases

{ei}i:Ln et {ej}j:]_,n Soit .

n n
i=1 j=1

En utilisant la bilinéarité (voir les détails en annexe) du produit scalaire on obtient :

n

n

nn=Y Y lwul (el
i=1 j=1 n HZ’—]’

=0 si i#j et =1 sinon

n
= V1.V2 = Z XTiY;
i=1
Ainsi le produit scalaire se résume a calculer le produit des coordonnées des deux vecteurs. Un
autre avantage majeur des bases orthonormées, est la possibilité de déterminer la iéme coordonnée
du vecteur v uniquement en connaissant les {e;},_;, et {e;},_, . Cela n’est pas faisable avec les
bases qui ne sont pas orthogonales. En voici la démonstration :

i
o

s
Il
—

[ - ei

v-ej: ZCL’ZQ 'Bj

J=1

n
Svee = @ lei - €]

i=1 T
=0 si i#j et =1 sinon

Tout les termes de la somme s’annulent sauf pour i = j , cela donne :

U'ej:l’j

Cela signifie que pour connaitre la coordonnée z; il suffit de calculer v-e;. Ce calcul est indépendant
des autres vecteurs de la base. Pour les bases non-orthonormées, chaque coordonnée dépend de tous
les vecteurs formant la base. Il est donc impossible d’étudier le vecteur dans une direction donnée,
le vecteur ne peut se projeter sur un axe donné.
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C. Représentation matricielle d’un opérateur

Décomposons la fonction propre 1(z) sur la base de n fonctions propres {|g0,-)}i:1,n orthonormées
telle que :
(Vi) =1 si j=i
o ©)
(i) =0 si j#i
Ainsi,
Y(z) =3 cilo) = Oy(z) =3 e Olpy) (10)
i=1 i=1
Pour chaque i, on aura :
O lgi) = ain 1) + @iz |2) + - + @i |0;) + -+~ + Qi | o) (11)
Multiplions par le bra (p;| et intégrons :
(0i1O i) = {pjlai 1) + (@5lailpa) + - + (pslass o) + -+ + (@51im [om) (12)
(0ilO1ei) = an (wjler) + ain (@sle2) + -+ + aij {piles) + -+ + i (5]0m) (13)
Tenant compte de @, il vient :
A <90j|@ |80z>
@ilO i) = aij {pjle;) = ayy = ~——F— =
< ’ > S ’ {pjle))
=1
= ai; = (510 :) (14)

Si Op; = h; i, pour les éléments diagonaux (i = j) = a; = h; (pj|p;). Les éléments de la
———
=1
diagonale sont les valeurs propres de l'opérateur . D’un autre c6té, pour les éléments hors de la
diagonale (¢ # j), nous avons a;; = h; (@;|¢;). Par voie de conséquence la matrice de terme aj;
——

=0
est diagonale. Un exercice d’application sur la représentation matricielle d’'un opérateur sera résolu
pendant les séances de travaux dirigés.

II. Méthodes d’approximation

Il existe tres peu de problemes pour lesquels ’équation de Schrodinger peut étre résolue avec
exactitude. Cette équation ne peut étre résolue exactement pour un atome ou une molécule plus
complexe qu'un atome d’hydrogene, dit systeme a deux corps. Par exemple, il n’existe pas de solution
analytique a 1’équation de Schrodinger décrivant ’atome d’hélium ayant deux électrons seulement,
dit systeme a trois corps. Pour cet atome, I’équation de Schrodinger est extrémement compliquée du
point de vue mathématique. Par conséquent, des méthodes d’approximation sont nécessaires pour
résoudre ce type de problemes, n’ayant pas de solutions explicites ou analytiques. Les deux méthodes
d’approximation les plus couramment utilisées, sont les méthodes des variations et des perturbations.
Ces deux méthodes d’approximation, sont des techniques de résolution treés puissantes.
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Selon la méthode variationnelle, des fonctions d’essai (trial wavefunctions en anglais) sont pos-
tulées afin d’estimer notamment ’énergie de 1’état fondamental du systéeme quantique étudié (atome,
molécule, agrégat moléculaire ... etc). La fonction d’essai aura un ou plusieurs parametres ajustables,
qui seront utilisés pour l'optimisation. Cette théorie stipule que ’énergie calculée a partir d’une
fonction d’essai est systématiquement supérieure ou égale a la véritable énergie fondamentale du
systeme. En effet, I'égalité se produit uniquement lorsque la fonction d’essai est la véritable fonction
d’onde de I'état fondamental. D’un autre coté, I'idée derriere la méthode des perturbations est que
le systéme en question est perturbé ou légerement modifié par rapport a un systeme de référence
ou la solution (fonctions et valeurs propres) est connue. Selon cette méthode, I'Hamiltonien du
systeme quantique est décomposé en deux contributions. Pour la premiere contribution, la solution
est connue, a partir par exemple de problemes précédemment résolus. La deuxieme contribution
exprime la perturbation du systéme quantique par rapport au probleme connu. Les fonctions d’onde
du terme non perturbatif pour lequel la solution est connue, sont utilisées comme point de départ,
puis modifiées pour approximer la vraie fonction d’onde de I'équation de Schrodinger. Dans ce qui
suit, nous présenterons le cadre théorique et le formalisme mathématique de la méthode des variations
ainsi que celle des perturbations. Des exercices d’application sont donnés a la fin de chaque section.

A. Méthode variationnelle

La valeur attendue de I’Hamiltonien, calculée par le biais d'une fonction d’essai 1, est toujours
supérieure ou égale a I’énergie fondamentale. Mathématiquement cela se traduit par I’écriture :

< VolHa >> By avec Hi = Egtba (15)

a) Preuve: développons la fonction d’essai v, sur la base des fonctions propres {¢;} de

I'opérateur Hamiltonien.

j=1n

7‘21% = oﬂ/}a avec wa = Z Cj Pj (16>
J

OIS, <Z G o %>

(a) = = —

7j=1
<¢a|¢a> Zl ¢; (p], Z ¢ 80]>
j=

=1

¢, étant une fonction propre de 7:[, alors 7:[%- = F;p; cela implique également :

> cic Ei{piles)
g =U=l

XYY e (wiles)

i=1j=1

Posons

dij = (pile;) = . (17)

Avec 0;; est le symbole de Kronecker. Il en découle :
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Y. G Ejd;

i=1j=1

DD ey

i=1j=1

E, =

L’opérateur # étant hermitien donc ses fonctions propres sont orthogonales. Les termes de la
somme sont non nuls uniquement si ¢ = j = 0;; = 1. Par conséquent :

Y G B Y Gl E;
=1 j=1

E,="1 —
> G6 > lel?
j=1 j=1
——
=1
Rappelons que P; = |¢;|* étant la probabilité d’obtenir 1'état quantique j. Ainsi la somme des
probabilités de tout les états quantiques possibles vaut 1. Il en résulte :
Eo =) lcj|” E; (18)

=1

Retranchons, pour les termes de cette derniere équation, 1’énergie de 1'état fondamental Fy. Cela
donne :

E, —Ey= — Ey

> lgl* B

=1

Le deuxieme terme de cette équation est systématiquement positif ou égale a zéro. Cela implique :

E,—Ey>0= E, > E, (19)

Exercice @ = R
Estimer I’énergie variationnelle de ’état fondamental de ’atome d’hydrogene en utilisant la fonction
d’essai gaussienne suivante :

wa — e ar (20)

Le calcul doit étre mené avec le systeme des unités atomiques et en se servant de la partie radiale
du Laplacien exprimé en coordonnées sphériques. On donne :

1 0 0
A= —— [P = 21
r2 Or [r 81"] (21)
il si n=0
“+o0 2 6
/ " e P dy = (22)
> n—1 . t bai
W S1  nest palr

et,

+o0 2
/ re P dr = (23)
0

1
2p
Unité atomique,
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1 melel?
1Ry = o W; 7|:2| = 2 Har — unité de I’énergie
le|? 2
h = =le|=1= =1= =1/2
me = e dmegy 2 M, /

B. Méthode variationnelle linéaire

Cette méthode est plus générale, elle porte également le nom de "méthode de Ritz”. Elle est basé¢e
sur un choix particulier de fonctions d’essai ¢, construites a partir d’'un développement linéaire des
fonctions propres {¢;},_,  soit :

b= Z Cj j (24)

Les coefficients de la combinaison linéaire ¢; étant inconnus. Les coefficients variationnels {c;, c2, - -+ , ¢, }

sont ceux minimisant la valeur moyenne de I’Hamiltonien.

b) Premiére approche: Afin d’illustrer cette procédure, nous considérons le cas ou :

P =c1p1+cap2 (25)

Ensuite, nous effectuerons une généralisation pour une combinaison a n fonctions propres. Nous
avons :

o 1)

(D)

P <61 P14 c2 palHler o1 + 02 902> A(cy, o)

(c1 1 + c2 a1 1 + ¢ p2) N B(cy, ¢2)

Afer, ) = <Cl 901|7:l\01 901> + <01 901\7:”02 902> + <C2 902’7:”01 901> + <02 902|7:l|02 902>

=i <801m\901> t e <901|7:[’SO2> ta <902m’<ﬂ1> +6 <902m\902>
= A(cy, ) = c% Hiy + 210 Hio + 5 Hon
L’opérateur . est hermétique alors H1o = Ho . Calculons désormais le dénominateur B (c1,¢9),
de fagon analogue nous obtenons :
B(er, e2) = ¢} {rlpr) + crca (prl2) +cacr {p2lpr) +¢5 (palp2)
Bley, ) =2 O +2¢1 05O + 5 Oy
Il en découle,

3 Hi1+2¢1 02 Haz + 3 Hao

E=2" ~ -
C% 011 +2Cl Co 012 +C% 022

(26)

Qu’on écrira sous la forme :
E [C% @11 + 2 C1 Co @12 + C% @22} = [C% 7:[11 + 2 C1 Co 7‘212 + Cg 7:[22} (27>
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L " . . OF 0
Minimisons cette derniere expression, soit —(¢; =

5 (cj =c;) = 0. Nous commencerons par dériver (27))
€

par rapport au premier coefficient ¢ :

Ok . . . . R R . .
; {C% O +2c1¢012+ c% (922} + B [2 c1 O +2¢ 012} = [2 carHi +2c Hm}

g

=0

E {2 cy @11 4+ 2co @12} = [2 c1 7:[11 +2c 7'212]

:>201H11+262H12— [2610114—262012}:

= C1 [7‘211 — Eéll] + Co [7:[12 — E@lg} =0 (28)

De facon analogue avec le deuxieme coefficient c¢o, on obtient :

C1 [7:[21 ~-E @21} +C {7:122 - E@m} =0 (29)
A partir des équations algébriques et , nous obtenons le systeme matriciel suivant :

Hiy — EOy Hiy— EOy, c (0O

. ~ h o) x = (30)

Hot — EOy Hoy — EOo C2 0
La solution triviale est donnée par ¢; = 0 et ¢ = 0. Cette solution n’est pas intéressante

physiquement. Ce systeme d’équations admet une solution, autre que la solution triviale, si et
seulement si le déterminant :

|7‘:[11 — f?(?n 7‘:112 — E:(?H —0 (31)
Hor — E Oy Hog — E Oy
Le calcul de ce déterminant donne :

(7‘211 — E@H) X (7:[22 — E @22) — (7‘212 — E @12) X (7:[21 — E @21) =0 (32)

La base {1, @2} étant orthonormée, ainsi @12 = @21 =0et @11 = @22 = 1. De plus l'opérateur
Hamiltonien est hermétique = Hio = Hay et apres réarrangement nous obtenons :

E? + (Hy — Hao)E +Hiy Hae —HZ, =0 (33)

Il en résulte un polynoéme de second ordre en E. La résolution de cette équation donnera deux
racines F; et Fy conduisant & la détermination des coefficients de la combinaison ¢; et ¢y permettant
la minimisation de I’énergie du systéme quantique. La généralisation du déterminant ci-dessus est
immédiate :

C’est le déterminant séculaire. C’est un systéme d’équations de degré n en E menant & n valeurs
propres de I’énergie. Soulignons finalement que ’accroissement du nombre de parametres ajustables
améliore le résultat, mais risque d’accroitre également la complexité du probleme.
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c) Deuxiéme approche: dans cette approche, la fonction d’essai est toujours une combinaison
linéaire de fonctions connues (par exemple les orbitales atomiques). Ces fonctions sont normalisées.

12 = Z Cj Pj
j=1
et,
1 si i=j
6ij = (pile;) = (35)
0 si i#j

La condition de normalisation (p;|p;) = 1 impose que la modification d'un coefficient engendre
simultanément une modification des n — 1 autres coefficients de la combinaison afin de maintenir la
norme constante. En effet, pour n = 2 il vient :

[6* = (pl) = est (36)
= |15|2 = (c1 91 + 2 palcr o1 + 2 02) = €& (pilr) + e (pile2) + caer {paler) + G (pr]er)
= |QZ|2 = C%+C§+20102512 = cst

Toute variation de c; entraine mécaniquement celle de ¢ et inversement. Le Lagrangien du systeme,
sous la contrainte de normalisation s’écrit :

L= (A1) =X [($10) 1] (37)

contrainte

Avec X est le multiplicateur de Lagrange. Ce coefficient mesure le poids de la contrainte imposée.

L= (Y[A) =\ (PlF) + A
\idiuht)
énergie

Ainsi, le multiplicateur A doit avoir nécessairement les dimensions d’une énergie. Notons :

=L=>>Y cicj’}:[ij—ézz cic; O+ &

i=1j=1 i=1j=1

La minimisation du Lagrangien donne :

#Zszcjﬁij—éz:cj@ij:O
7 j=1

ji Cj [ﬁlj—géw} =0
j=1

Nous retrouvons ainsi le déterminant séculaire :

A
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Exercice @ = R
Considérons un électron astreint a se mouvoir le long d’un segment (ou dans une boite unidimen-
sionnelle) de longueur a. Le comportement de cet électron est décrit par la fonction d’essai :

pn(r) = 2" (a — 2)" (38)

Afin de simplifier le probléme, on prendra a égale a I'unité de longueur et {¢, ()}, _, ,. Ainsi, la
fonction d’essai ”globale” de ce systeme s’écrit :

(x) = > eapn(z) =c1 x(a—2z)+e 27 (a — 2)° (39)

Nous souhaitons estimer 1’énergie totale de I'électron par la méthode des variations linéaires
(Méthode de Ritz).

1) Déterminer les coefficients de la combinaison linéaire c¢; et cs. Ecrire I'expression de U (x)
conduisant & la meilleure combinaison linéaire possible (au sens de I’énergie minimale).
~ h2
2) Estimer I’énergie variationnelle E. Comparer le résultat obtenu a ’énergie exacte Ey = St
ma
Commenter .
3) Comparer le graphe de 1(z) a celui de la fonction d’onde exacte de la particule sur un segment

dans son état fondamental, soit :

Yo(z,a = 1) = V2 sin(r z) (40)
4) L’analogie avec la particule dans une boite unidimensionnelle est-elle justifiée ?
On donne :
1 m!n!
m"1l—x)"de = ———— 41
| e —ayda Tr (41)
et,
V=¢gu (42)

C. Méthode des perturbations

1) Systéme quantique non-dégénéré: cette méthode est largement utilisée pour le traitement
quantique de systeme complexes de type polyélectroniques (atome, molécule, solide ... etc) afin de
résoudre I’équation de Schrodinger. Le principe de base de cette méthode d’approximation repose sur
la décomposition de I'Hamiltonien du systeme en deux contributions distinctes :

H=HO +~HD (43)
Dans cette configuration les fonctions propres w,(go) et les valeurs propres E,(CO) sont supposées connues
avec exactitude, soit :

HO ¢ = B ) (44)

La deuxieme contribution 77:[(1) constitue la perturbation du systeme. Une correction de I’'Hamil-
tonien sans perturbation H(®. Le paramétre v << 1 est un facteur d’échelle. Lorsque v = 0 cela
signifie que le systeme n’est soumis a aucune perturbation. En revanche, lorsque v = 1 cela signifie
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que le systeme est totalement perturbé. Toute la problématique consiste a trouver les fonctions et les
valeurs propres de I’'Hamiltonien global H :

Hopy = Ej g (45)
Un développement en série de ¢ et Ej donne respectivement :
oe =0 e 7 + 007 (46)
et,
B =B +7E" +7 B + 0(7) (47)

La quantité O(y?) exprime les termes d’ordre supérieur ou égale a trois. L’influence de ces termes
n’est pas significative. Tenant compte des équations , , et il vient :

MASTER PHYSIQUE - Toutes options confondues

[HO +7AY] [0 + 70 + 207 = [BO +v B+ B [0 + el +97 0]
= [HO +yHY] [ + 70 + 207 = B+ B+ BP0+ 7] =0

La distribution terme par terme et la factorisation de v conduit a :

L U0 4 AU~ B0 Y — B 007 [0 U + A0~ P uf? — B 0 - B 0] =0

v [0 H - ED) + 07 - EO) + 97 [0 BY + ¢ (RO - B + 7 (7O - EP)| =0

Les termes en O(73) n’interviennent pas dans les calculs. Commencons par le terme de premier
ordre en 7 :

7 A - B+ 71 - BY)] =0

= [W A = B+ PO - B =0

Multiplions a gauche par le conjugué de 2/},20) soit w,io)* et intégrons :

(W AO) = @B ) + RO ) = (@0 HOWY) - BY (01) = 0

0) 4] 1 0
= B = (¢ HD 0 + (X HO1) - B (0Pl (48)
Avec H© étant un opérateur hermétique, nous pouvons écrire :
(Ol ) = (RO wP10) = B (0" 1") (49)
Injectons dans nous obtenons l’expression finale :
V= (P HO ) (50)

C’est I'énergie de la perturbation au premier ordre en 7. Calculer E( ) revient donc & déterminer
la moyenne de l'opérateur perturbation dans ’état non perturbé z/)k . Il en résulte que la méthode
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des perturbations est conditionnée par la possibilité :

1) D’une décomposition de I’Hamiltonien global en deux contributions. Une premiére contribution
prédominante 7—4(0) décrivant le systeme en absence de toutes perturbations. Une deuxieme
contribution yH" tenant compte uniquement de l'effet de la perturbation du systéme en

question.

2) De connaitre exactement les fonctions propres 7,&,(90) du terme non pertubatif.

Cherchons désormais la fonction d’onde "perturbée” ¢,§” au premier ordre. Cette fonction se

développe linéairement sur la base orthogonale des fonctions propres de 7:[(0), soit :

;(cl) = Z Ckl ?/fl(o)
!

D’un autre coté nous avons déja écrit pour la perturbation de premier ordre :
= [ AHY - B + o (1O - B = 0
En substituant dans il vient :

A

(A = By + 37 cuyl” (RO - BY) =0
l

= ou (O = BD) " = —(A = BY) )

Multiplions a gauche par 1/11(0)* et intégrons :

- <¢l(0)|7:[(0)|¢l(0)> <¢l |¢<0)> < SO0 |¢<o>> B < §O)I¢;§°)>
—r e

e (W AOW) - B = — (0 A"
o [B” = B = = (A1)
(A0

EZ(O) . Elgo)

Il en résulte que 'expression finale de la fonction d’onde globale du systeme s’écrit :

Cpl = —

0 1
e ="+

=y, = —VZ< ‘HUW >

by
Z B - B

(51)

(55)

(56)

Avec un raisonnement similaire, il est possible d’atteindre la fonction d’onde perturbée d’ordre n.
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2) Systéme quantique dégénéré: Dans ce cas de figure, qui tres fréquent, nous tacherons de
répondre & la question : parmi les fonctions propres de H(®, quelle est la fonction qui servira au calcul
de la fonction d’onde perturbée? Mathématiquement, la fonction d’onde d’'un état n fois dégénérés
est :

o =3 e (57)

n

Pour la perturbation de premier ordre, nous avons déja écrit :

G HY = ED) + 0 (1O - BY) =0 (58)
Par substitution de dans nous obtenons :

A

SVAHO —BY) = =Y e, (RY — BN ) (59)

n

Multiplions a gauche par w,ﬁ?ﬁ (le conjugué complexe de 'une des fonctions de la base zb,(coi) et
intégrons :

0) 3 1 0 0) 14 0 1 0 0
(P HOWD) = B = =3 e [(win AV — B (w0 [00)] (60)
Avec H© étant un opérateur hermétique, nous pouvons écrire :

(P HOL ) = (WO HO o) = (HO 4O |4l = BY

Avec,

De nous en déduisons :

> [HG) = 0mn BV =0 (61)
= [AD, = Onn BV =0 (62)

Ecrivons ce déterminant séculaire pour n =2 (m =n) :

7?91) 7{192) _ g (0 0z
’Héll) HSZ) g 021 022

La base w,(g?r)l étant orthogonale : 9y = 615 = 0 alors :

()
7_[(1) H%) _ E(l) -

La résolution de ce déterminant donne un polynome caractéristique d’ordre deux en E,Sl). Les
racines de ce polynome sont E,gll) et E,SQ) Nous terminons cette section en disant que la théorie des
perturbations consiste en une succession de corrections d’un probléme non perturbé. Les méthodes de
variation et de perturbation sont susceptibles d’obtenir de tres bons résultats si elles sont appliquées

de facon rigoureuse.
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Exercice ® = §) .
Identifier les termes H(©, HW, 4@ et E© pour les problémes suivants :

1) Un oscillateur gouverné par le potentiel :
ka?  ~yad vyt

V(z) = 5t 5 t 51 (63)

2) Particule dans une boite a une dimension.

0 0<z<a/2
v<x>—{b a/2<z<a

3) Un atome d’hydrogene soumis & champ électrique d’intensité |€]. L’Hamiltonien de systeme
s’écrit :

(64)

. R _, e?
- V- 7 65
H 2mv 47T60r+eecos (65)

Exercice @ = (5

Un électron astreint a se mouvoir le long d’un segment de longueur a (0 < z < a). Sur la portion
x =a/4a x = 3a/4 la particule est régit par le potentiel V(z) = . En dehors de cette portion le
potentiel est nul V(x) = 0.

1) Calculer I'énergie de la premiere correction E™) pour :

a- L’état fondamental E,(L(Ql.

b- Le premier état excité ET(QQ.

2) Déterminer la fonction d’onde normalisée de la correction de premier ordre en utilisant jusqu’a
n = 4 des fonctions d’onde non perturbées.

x
Désormais la particule est régit par le potentiel V(z) = g4 sin ( ) sur tout le segment.

a

1) Calculer la correction de second ordre de 1'énergie de I’état fondamental du systéme perturbé
en utilisant jusqu’a n = 4 fonctions d’onde non perturbées.

Exercice ® = (5
Le potentiel de Morse décrit ’énergie potentielle d’interaction d’'une molécule diatomique. L’ex-
pression de ce potentiel est :

V(z)=D(1—eP)? (66)
Avec D et [ sont des parametres d’ajustement pour un systeme donné. Par exemple pour Hj :
D=761x10""* et 8 =0.019pm™ .
1) Montrer que le potentiel de Morse peut s’écrire :
~ h? d?
?—[:—%@—i—af—l—bx?’—l—cx‘l%—--‘—1—0(56") (67)

2) Exprimer les parameétres D et § en fonction des coefficients du développement en série ci-dessus.
3) Identifier les termes H®), () et EO©),
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4) En utilisant la méthode des perturbations, calculer I’énergie de la premieére perturbation. La
fonction d’onde est :

Oy = |2 e (65)

(1/4) ,
-]

III. Méthode de Hartree-Fock

Dans le modele des électrons indépendants, la fonction d’onde totale s’écrit comme un produit des
spin-orbitales, c¢’est le produit de Hartree :

U(r) = l:[1 i(r) (69)

Toutefois, cette approximation s’est révélée rapidement incohérente ou incompatible avec le principe
de Pauli, selon lequel une fonction d’onde doit étre antisymétrique par rapport a I’échange de spin
entre deux électrons. Cette incompatibilité est levée par I’écriture de la fonction d’onde totale du
systeme étudié comme un déterminant de Slater. Selon ce dernier, la fonction d’ondeﬂ d’un systéme
a deux électrons (1) et (2) 1| (ou J1) s’écrit selon le déterminant suivant :

P1(1) ¢1(2
N I Y

1(1) 92(2) — @2(1) 01(2 70
V2 6s1) 5a(2) \/5[¢()¢() ¢2(1) ¢1(2)] (70)

Avec ¢; est une Spin—orbitaleﬂ c’est le produit d’une fonction spatiale (orbitale) par une fonction
de spin :

¢; = \QO’L X I, avec oy =a(l) oa=p) (71)

fonction spatiale ~ fonction de spin

Ce qui donne pour notre systéme a deux électrons, les deux spin-orbitales ¢ = @1 X et g = 1 X 5.
L’orbitale spatiale (7 est une orbitale atomique de type |1s), ou |2s), ou |2p) ... etc. Le déterminant
de Slater est réécrit alors selon :

| e a) wi2)a)

U(1,2) = — (72)
V20,1 8(1) ¢1(2) B(2)
:wmmzéWﬂmmﬁwmmﬂmmmm@mw1 (73)

Réécrivons le méme déterminant en permutant les deux électrons, nous obtenons :

me_lﬁwmmwmmm o
O V20@802) i) 801)

= U(2,1) = \}5 [£1(2) a(2) 91(1) B(1) = ¢1(2) B(2) 1 (1) ex(1)] (75)

1. Selon la théorie quantique, on ne peut associer une trajectoire & un électron dans un atome. On définit plutét une fonction
d’onde qui une fonction des coordonnées de la particule en question. Le carré de cette fonction d’onde représente la probabilité
de présence de la particule en tout points de ’espace.

2. Une orbitale est une fonction d’onde mono-électronique, sa connaissance permet de déterminer 1’énergie et la probabilité
de présence de I’électron qui I'occupe. Une orbitale moléculaire est délocalisée spatialement sur ’ensemble de la molécule.
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En comparant les équations et il vient :

W(1,2) = —U(2,1) (76)

Nous remarquons qu’en permettant les deux électrons, la fonction d’onde totale change de signe,
par conséquent la fonction d’onde ¥ est antisymétrique et donc le principe de Pauli est respecté.
Regardons maintenant que se passera t-il si deux spin-orbitales sont occupées avec deux électrons de
méme spin soit avec la configuration électronique T ou bien ||. La fonction d’onde du systeme s’écrit
alors selon :

v ! o1(Da(l) ¢i1(2)a@) o
V2 mel) e@a®)

= ¥(1,2) = Z= (D a() ¢12)a2) — pi(Da(l) @2 a)] = 0 (78)
= la densité de probabilité de présence / |W(1,2)]? dv=0 (79)

Cela signifie que les configurations électroniques ] et || sont interdites. Autrement dit, les deux
électrons (fermions) ne peuvent avoir le méme état quantique, c’est-a-dire avoir les mémes valeurs
des quarte nombres quantiques. Ce principe impose par exemple que deux électrons de valence de
deux atomes peuvent former une liaison chimique et limite aussi le nombre d’électron par couche
¢électronique.

Par ailleurs, le systeme des unités atomiques simplifie grandement 1’écriture mathématique des Ha-
miltoniens. Dans ce systeme, plusieurs grandeurs sont ramenées a I'unité. L’Hamiltonien électronique
exacte d'une molécule s’écrit :

~Z(s0)

o2 N M
H, = th —l—z th +thg avec hf—z V Z;

it | i#]j ( (

’L

Ou le premier terme h;? est appelé I’Hamiltonien de ceur. C’est I'expression mathématique de
I'énergie d’'un électron se baignant dans le champ électrostatique des noyaux en absence des (N —
1) autres électrons. Le deuxiéme terme de 'hamiltonien électronique exacte exprime la répulsion
électrostatique entre deux électrons 7 et j. Afin de simplifier la description, considérons un systeéme
a deux électrons notés (1) et (2) :

H = he(1) + he(2) + - (81)

T'12
La fonction d’onde de ce systeme a deux électrons s’écrit selon le déterminant de Slater :

wo LY I L 60 - e e (2)
=7 = ¥ =—10 2(4) — @2 1
V2i6,(1) 6(2) V2

L’énergie moyenne associée a cette fonction d’onde s’écrit :

= (W|H| W) = (W[h(1) + he(2)[W) + (W]h(1,2)| ) (83)
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= B = (U[h7(1)]W) + (U|h(2)| ) + (¥]A(1,2)|¥) (34)

T1 T2 T3

Commencons par développer le premier terme T1 de ’énergie électronique totale,

(WIREI) = {5 1011) 0(2) ~ 620 2] )] S5 [01) u(2) — nVn(2]) (89
1

= 5 (61D 2[R (D)]61(1) #2(1)) + 5 (92(1) 1) (1)]é2(1) 61(2))

N = DN =

—2 (61(1) oD A(D]02(1) 1(2)) — 5 (62(1) G1(@)ADI61(1) 62(2))

2

1

= (U W¥) = 3 (er(DIR(D)]62(1)) (S2(Dea(1) + 5 (S2DIA (D] 2(1)) (62(2)[61(2))

1
2
—; (e (D]B(1)]@2(1)) (B2(1)|61(2)) — ; (Ga(D)]h(1)]@1(1)) (61(2)|62(2))

En raison de 'orthonormalisation des spin-orbitales (¢1|¢1) = 1 ou ({(¢2|p2) = 1) et (¢1]|da) = 0 ou
({¢p2|p1) = 0) il en découle :
a A 1 o
= (VR )W) = 5 (e (WA (D)]o1(1)) + 5 (S2(DIA (D) pa(1)) (6)

—_———
T1

N | —

De maniere analogue, le deuxieme terme T2 s’obtient en remplagant simplement ’électron (1) par
’électron (2) soit :

= (U (@)12) = L {(61@F)16:(2)) + 5 (5215 @)162) (57)

N —

Ainsi pour I'opérateur mono-électronique nous écrirons :

1

(88)
Les quatre intégrales de I'équation dépendent de la nature mathématique des fonctions ¢ et
¢ indépendamment des électrons (1) et (2). Par conséquent :

(o1 (IRl (1)) = (61(2)[h(2)[61(2)) = Ha
(62(DIA(D)]62(1)) = (62(2)[(2)[62(2)) = Ho

Nous remarquons que l'indice du nombre H; se réfere exclusivement a la spin-orbitale ¢;. Il en
ressort :

= (VA1) + he )W) = Hy + Hy (89)

Développons désormais le terme T3 de I'opérateur bi-électronique fz(l, 2) :
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(WL 2)12) = 3 (1611) 6a(2) — 6:(1) 61 (2)] [h(1,2)| [61(1) 62(2) — 62(1) 61(2)])  avee h(1,2) = 1
= 2 (011 ()1, 21 (1) 62(2)) +3 (62(1) D1 (2)H(1,2)]a(1) 61(2))
—é <¢1<1>¢2<2>|ﬁ<1,2>|¢2<1>¢1<2>>—; (62(1) 91(2)[R(1,2)[1(1) $(2))

Nous remarquons que les couples d’intégrales 11 et 12 puis I3 et 14 sont identiques, nous avons
juste permuté les électrons (1) et (2).

= (U[h(1,2)[T) = (¢1(1) $2(2)[A(1,2)|61(1) 62(2)) — (61(1) 62(2)[h(1,2)[$2(1) $1(2) )

I5 16

Qui s’écrit facilement sous la forme simplifiée :

= <\If]il(1,2)\‘11> = (¢1 P2|d1 P2) — (P1 2| P2 H1) (90)

Nous rappelons qu’une spin-orbitale ¢; s’écrit systématiquement sous forme d’un produit d’une
fonction spatiale ¢(i) multipliée par une fonction de spin o;.

= 15 = (21(1) 01(1) ¢2(2) 2(2)| (1, 2) |21 (1) 01(1) 2(2) 02(2) )
= (£1(1) 2211, 2)]e1(1) 02(2)) (04(1) 02(2) |01 (1) 02(2))

= (@1(1) p2(2)1(1,2) |21 (1) 22(2)) (o1(Do1(1)) (02(2)0(2))

=1

J12 =1

L’intégrale [J15 est appelée intégrale Coulombienne. Avec un raisonnement similaire, nous obtenons :

= 16 = (p1(1) 01(1) 2(2) 02(2) (1, 2)|2(1) 2(1) 1(2) 01(2))
= {1(1) 221, 2)]p2(1) £1(2)) (04(1) 72(2) o2(1) 01(2)

= (@1(1) p2(2)1(1,2)|e2(1) 21(2)) (o1(V)oa(1)) (02(2)|(2))

=1

K12 =1

L’intégrale K15 est appelée intégrale d’échange. Cette intégrale est une entité mathématique pure-
ment quantique découlant de la propriété d’antisymétrie que doivent vérifier les fonctions d’onde afin
de ne pas violer le principe d’exclusion de Pauli. En termes plus précis, cette intégrale permet de
tenir compte de I’état de spin (multiplicité) de I'atome ou de la molécule. A partir de 1’équation ,
si les deux électrons se trouvant dans les orbitales ¢; et ¢; ont des spins différents ({o1(1)[o2(1)) = 0,
ie : si oy # 01) alors le terme d’échange /C;; est annihilé. Dans ce cas, la répulsion électrostatique
moyenne prend en compte uniquement le terme Coulombien. Il en découle de cette analyse que la
répulsion électrostatique moyenne entre deux électrons dans des orbitales ¢; et ; vaut :

A 1
h(1,2) = — = J;; si les électrons sont de spins différents
T12
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A 1
h(1,2) = e Jij —KCij si les électrons sont de mémes spins

Ainsi, I'énergie électronique totale du systeme a deux électrons s’écrit en définitive suivant :

ET = he(1) + h*(2) + Jiz2 — K1o (91)
Ce résultat se généralise immédiatement pour un systéeme a N électrons selon la relation :
N N
T PN
E; =) he(i) +)_ [Ty — Kijl (92)
i i+

D’apres 'équation , I'énergie totale d’'un électron (i) est égale a I’énergie de son interaction
avec le champ électrostatique des noyaux (premier terme) et la somme des répulsions électrostatiques
entre 1'électron en question occupant 'orbitale ¢; et les autres électrons (j) occupant les orbitales ¢;.
Dans le cas d'un systéme a couche fermée (closed shell), les orbitales spatiales ¢; sont doublement
occupées par deux électrons de spins différents o (spin up) et 4 (spin down) :

{1 =1 xa, ¢ =1 x B} {¢32902><047¢4=¢2><5}"‘{¢n_1=<ﬂn/2><047¢n=%/2><5}

lier doublet 2¢me doublet niéme doublet

Tenant compte de cette propriété, I'opérateur mono-électronique ﬁc(@) se répete deux fois selon :

(pr(1) o (D)[A(D)er(1) a1(1)) = (p2(2) 02(2)|5(1)|9(2) 0(2) )

N R N/2 N
= ; he(i) = 2 2 he (i) (93)

Avec un raisonnement similaire, I'intégrale Coulombienne [J;; se répete quatre fois, ce qui donne :

N N/2
=>Z$j:42$j (94)
i#] i#]

D’un autre coté, I'intégrale d’échange KC;; se répete deux fois, ce qui donne :

N N/2
=> Ky=2) Ty (95)
i7#] 1#]
En substituant , et dans , nous obtenons finalement :
N2 N/2
ET =2 2; he(i) + ; 2 Jij — Kijl (96)
i= i#j

L’équation est 'énergie électronique totale dans le cadre de la théorie de Hartree-Fock Res-
treinte (Restricted Hartree-Fock). Cette méme équation peut s’écrire aussi en fonction des énergies
des orbitales spatiales (¢;) doublement occupées. Il en ressort que 1’énergie électronique totale (ET)
est égale a la somme des énergies des orbitales occupées corrigée de la somme des énergies de répulsion
électrostatique entre électrons :

Bl =30 B =3 205 — Ky (97)
i i#]
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Le premier terme exprime |’énergie cinétique de la paire d’électrons se trouvant dans l'orbitale
spatiale ; et de son énergie d’interaction électrostatique avec les noyaux. Le deuxieme terme exprime
I’énergie de répulsion de la paire d’électrons dans 'orbitale spatiale ¢; avec toutes les autres paires
d’électrons se trouvant dans les orbitales moléculaires ;. Par ailleurs, I'énergie totale de la molécule
(ET) est égale a I'énergie électronique totale a laquelle il faudra ajouter la répulsion électrostatique
entre une paire de noyaux :

T occ occ . R M Zk Zl
En= E =) [2J;-Kyl+) . (98)
i i#j k#lL K

C’est 'énergie totale de la molécule qui est minimisée lors d’une opération d’optimisation de la
géométrie moléculaire. Nous cherchons sa conformation la plus stable et les valeurs optimales des
ses parametres géométriques. En outre, I'optimisation de la géométrie est la procédure qui consiste
a trouver la configuration de ’énergie minimale de la molécule. Cette opération calcule la fonction
d’onde et I’énergie de la géométrie initiale et procede ensuite a la recherche d'une nouvelle géométrie
d’énergie plus faible. Cette opération est répétée jusqu’a ce que la géométrie d’énergie la plus faible soit
trouvée. La force sur chaque atome est calculée en évaluant le gradient de 1’énergie par rapport aux
positions atomiques. Des algorithmes d’optimisation tres sophistiqués sont ensuite utilisés a chaque
étape pour sélectionner une nouvelle géométrie, visant une convergence rapide vers la géométrie de
plus basse d’énergie. Dans la géométrie finale d’énergie minimale, la force sur chaque atome est
nulle. Il est important de noter que cette opération d’optimisation ne convergera pas nécessairement
vers un minimum global ayant la plus basse énergie moléculaire. L’optimisation s’arréte lorsqu’elle
'algorithme bute sur un point stationnaire (ou un point critique) pour lequel le gradient de la fonction
énergie est nul. Ce point stationnaire, peut étre un minimum global, un minimum local ou carrément
un point selle (géométrie ou molécule de transition). Cela se produira en particulier si nous limitons la
symétrie de la molécule de sorte que I’algorithme d’optimisation sera incapable d’explorer tout 1’espace
des configurations moléculaires. Il est donc fortement recommandé de commencer une opération
d’optimisation de la géométrie moléculaire avec une petite base de fonctions avant de passer a une
base plus étendue. Il est possible ensuite de lancer I'optimisation finale de la géométrie a partir de
la géométrie obtenue avec la base réduite.

IV. Equation de Hartree-Fock

Dans ce calcul variationnel, nous utilisons la méthode de Lagrange a travers la fonctionnelle £
définie ci-dessous. Nous exigeons, par le biais des multiplicateurs de Lagrange, que I'’ensemble des
orbitales ¢; demeure orthogonal tout au long du processus de minimisation. La condition a remplir
est alors :

N N N
L=FE-— Z Nij [(@ild;) — 0] = L=FE— Z Aij (dildy) = — Z Aij 0ij
. CS
0L =06E =3 Ay [(06i]05) + (6:]06;)] = 0 (99)

Z‘?j

D’un autre c6té, nous avons ’énergie de Hartree-Fock :

N N
7 2y

Nous devons ainsi minimiser I’expression de ’énergie de Hartree-Fock par rapport aux changements
des orbitales ¢; — ¢; + d¢;
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N N
=5 =) <6¢i|ﬁi|¢i>+<¢i|fu|6¢i>+; > (604l Tiles) + (631 Ti160;) — (5641Kild;) — (#41Kil60;)]
% 2Y)
N N
= 0L = Z <5¢zmz’¢z> + <¢1‘ﬁ1‘6¢z> + ;Z K(Sébj’ji - Iei‘¢j> + <¢j\ji — /C"(Wjﬂ
7 2Y)
L’opérateur de Fock s’écrit
Fi=hi + g: [jj — I@J ou avec la notation F(i) = h(i) + i\f: [Z(z) - K, (z)} (100)
’ Vir (1) ’ Vigr (4)

Avec Vip(i) est le potentiel de Hartree-Fock. C’est le champ électrostatique moyen, créé par les
électrons j (N — 1 électrons restants), ressenti par ’électron i. Par conséquent,

N
= 6B =Y (06ilFlen) + (41l Filog:) (101)
En substituant dans nous obtenons :
N N
= 0L =Y (0| Filos) + (0ul Filoor) + - Ny [(00nles) + (1ld6;)] (102)
) %,]
N . N
= 0L =" |2 (66| Filér) + > Aij (9¢i]@;)| =0 (103)
i J

L’équation est vérifiée si :
. N R 1
2 (601l Fildi) + 30 Ay (56ileg) =0 = (06l Filén) = =5 30 Ay (96iléy) (104)
J J
L’équation est équivalente a I’équation aux valeurs propres ci-dessous :
o 1Y 1Y
Fii = —3 Z Nij j = €j ¢; avec € = ~5 Z Aij (105)
J J

L’Hamiltonien mono-électronique JF; n’est pas exacte dans le sens ou la corrélation électronique
n’est pas prise en compte dans l'interaction électron-électron. Autrement dit le terme,

N N
SV = 3 [t~ Ky()] (106)
Gall J

terme exacte terme approximatif

Dans le terme approximatif chaque électron ¢ subit le champ moyen des autres électrons j. Ces
derniers sont considérés comme une sorte de nuage électronique ou chaque électron occupe une
position 7; fixe. Or en réalité la dynamique de chaque électron j (/N — 1 électrons restants) influence
celle de son voisin. C’est la raison pour laquelle ’énergie électronique totale calculée par I’équation
de Hartree-Fock est approximative (mais trés proche de la valeur exacte). Cet écart énergétique entre
les valeurs exacte et calculée est dii a la non prise en compte de la corrélation électronique dans
lopérateur de Fock. Notons toutefois que la prise en compte de cette relation corrélative fait perdre
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a l'opérateur de Fock son caractere mono-électronique.

ﬁ1¢1(1) = e ¢1(1) +erada(l) + - +emda(l) i=1
Foa(1) = €12 01(1) + €22 $o(1) + -+ + €2 Pu(1) i =2

Sous forme matricielle,

¢1(1) €11 €12 ' €I $1(1)
$2(1) €12 €2 " €2 $2(1)

A A

FlL 1= + =+ +]x e Fe=c0 (107)

dn(1) €nl €n2 * Emn dn(1)

Il nous reste maintenant l'opération de diagonalisation de la matrice des énergies propres des
orbitales. Formellement la matrice € est diagonalisable, s’il existe une matrice diagonale ¢; telle que :

e=Q ' 0Q (108)
Ainsi,

Fo=Q '5Q0 (109)

FQloQ=Q'QeQ'0Q= Fy=c1 (110)
N———

—— ——
¥ 1 ¥
D’un point de vue pratique, nous choisissons un jeu de M orbitales {xx},_; 5, qui constitueront la
base dans laquelle les solutions 1 des équations seront exprimées, soit :

M
= Z Cik Xk (111)
k=1
M A M
= > cnFlxe) =&Y cn|xn) (112)
k=1 k=1
En multipliant par le bras (y,| il vient,
M
k=1 k=1
M A
= > e |OalF Ixe) —&i (alxe) | =0 (114)
- F S

Chapitre? Méthodes de calcul quantique 134

MASTER PHYSIQUE - Toutes options confondues



Cours complet est disponible sur mon site web : http://sites.univ-biskra.dz/kenouche/

M. Samir KENOUCHE

Ce systeme de M équations a M inconnues n’a de solutions non nulles que si le déterminant :

det [F—eS|=0 (115)

Nous avons M valeurs possibles pour £ qui sont les valeurs propres correspondant a 1’énergie
des orbitales 1 que nous cherchons. Les matrices F, S sont de taille M x M et £ est une matrice
diagonale M x M dont les éléments de la diagonale principale €1, €9, - - - , €). Le calcul des intégrales de
recouvrement Sy, = (x;|xz) est trivial alors que celui de Fj = (x| F |xx) suppose que 'on connaisse
un jeu d’orbitales 1; pouvant former un déterminant de Slater qui soit fonction propre du systeme.
Or c’est précisément c’est I'ensemble des orbitales 1); que nous cherchons en diagonalisant I’opérateur
de Fock. Autrement dit, nous avons besoin de connaitre a I’avance les orbitales ¢; pour construire les
équations permettant de calculer 1, !. Pour lever ce paradoxe, I’algorithme est initialisé en choisissant
un jeu d’orbitales w](-o) combinaisons linéaire des fonctions de base yj (orbitales atomiques) qui
formeront un déterminant appelé "orbitales d’essai” ou "fonctions d’essai”. On les utilise pour calculer
les éléments de la matrice F(© et résoudre les équations séculaires donnant @D](l) et ainsi de suite de
facon itérative jusqu’a ce que e = ¢ (il n’y a plus de différences entre deux jeux d’orbitales
successives 1/1(”) ¢(n+1 ). On dit que la cohérence entre les orbitales de départ 1/1J(-0) et les orbitales

+1)

permettant la convergence wj(n . D’ott le nom du champ auto-cohérent ou Self Consistent Field

(SCF) en anglais.

A. Signification physique de ¢;

Le théoreme de Koopmans fournit une interprétation physique a ’énergie des orbitales moléculaires
;. Elle est définie comme l'opposé de I’énergie d’ionisation associée a l’expulsion d'un électron de
I'orbitale ¢,, soit :

Avec En et En_; sont respectivement les énergies des formes neutre et cationique de I'atome ou
de la molécule en question. Ce théoreme se démontre de la fagon suivante : commencgons par écrire
’énergie électronique totale calculée par la méthode de Hartree-Fock pour la forme neutre (atome ou
molécule),

= Z hi + Z ; {ﬁw — ]@zj} (117)

i
Isolons désormais un électron, noté p :

N—-1 N-1 N-1

EN_Z hi+ > Y [F— K| + 1y +Z (Fip = Kin) (118)

i=1 i#j

Ecrivons I’énergie électronique totale calculée par la méthode de Hartree-Fock pour la forme
cationique :

N—-1 N-1

EY 1—2 hi+ Y S [ — Ky (119)

i=1 i#j
Par soustraction des équations ((119)) et - il vient :

—_

Ej = Ex=— by + 3 [T — K (120)

1

€p
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= EY_,—En=—¢ (121)

Lors de 'expulsion d’un électron d’un atome ou d’une molécule pour former un cation, on augmente

le potentiel attractif ressenti par les autres électrons. A I'inverse lors de 'addition d’un électron a une
molécule pour former un anion, on augmente le potentiel répulsif ressenti par les autres électrons.
Les niveaux d’énergie du cation seront plus bas que ceux de la molécule neutre correspondante.
D’un autre coté, les niveaux d’énergie de I’anion seront plus élevés que ceux de la molécule neutre
correspondante. En outre, la taille des orbitales diminuera dans ’ordre suivant : anion, neutre, cation.

V. Formalisme de la DFT
2

e
Le terme exacte >, ; — traduit mathématiquement la répulsion ¢lectrostatique entre deux électrons
/r‘ ..

1,
(1) et (j) séparés par une (]iistance r;;. 11 faut noter que la distance inter-électronique r;; varie a chaque
instant ¢ car les électrons tendent a s’éviter au cours de leur processus dynamique, c’est la corrélation
électronique. La répulsion exacte n’est pas calculable car nous n’avons pas acces a la valeur de 7;;
a chaque instant. Selon la théorie de Hartree-Fock, la répulsion électrostatique exacte entre deux
¢électrons est approchée par un terme moyen :

> SRy - Kyl (122
i ity
Ce dernier terme est approximatif car ’énergie dtie a la corrélation électronique (E,) n’est pas prise
en compte. Cest pour cette raison que I'énergie totale d'une molécule (EL) calculée par 1’équation
de Hartree-Fock est systématiquement supérieure a son énergie exacte (Fp) soit :

E.=E,—EL <0 (123)

Ainsi pour compléter la théorie de Hartree-Fock, plusieurs modeles ont été proposés afin de tenir

compte de la corrélation électronique. Dans cette section, nous aborderons 1'une de ces méthodes

emblématique qui est la théorie de la densité de la fonctionnelle ou DFT (Density Functional theory,
en anglais).

a) Théoréme de Hohenberg-Kohn: Ce théoréme se démontre comme suit, considérons deux
potentiels U\ # UDB,. Les deux Hamiltoniens des deux systémes s’écrivent :

Hy =T+ U + UL tel que Hi U] = By (124)
Hy = To+ Uee + UL tel que Ho [1hs] = Eytby (125)

Ot 1y et 1hy sont respectivement les fonctions d’onde de ’état fondamental des systémes (1) et
(2). Soit p(r) la densité électronique correspondant aur deur systémes. Autrement dit, |{1]* = p(r) et
[19]? = p(r). Nous en déduisons ce qui suit :

(a|Haltpn ) < (ol o)
Eq
By < (Wl Hy + Uy — Ull)
By < (¢alfaltrs) + (ot — Ul [02)

FE> ~ A~
JWE ~UB 1 ptr) dr
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= B <BE+ / A, — UGB p(r) dr (126)

D’un autre coté nous pouvons écrire :

<¢2|7'22|¢2> < <¢1|7‘22|¢1>
Es

E, < <¢1‘7:[1 +US - LA{?NW1>
Ey < (du[Falvn) + (ot — U )

E N N
L [us - asl e dr
= B <E+ / B, — G4 plr) dr (127)
Ou encore sous la forme équivalente :
= Ba< Bi— [ - USR] p(r)dr (128)

En additionnant les inéquations (126)) et (128]), nous obtenons,

= FE +E, <Ey+FE; ! (129)

La contradiction exprimée par l'inéquation (129)) est levée en considérant que la densité électronique
p(r) est unique pour un potentiel externe donné.

A. Premier niveau d’approximation

L’Hamiltonien (énergie totale) global exacte d'un atome ou d’une molécule est exprimé sous la
forme :

ooy PVE S VL g AV e L BAE gy
= 2me o 2my oo Ameorin 2 = dmeory; 2 [ ATmeg T
Te Ty Uen Uece Unn

Ou les deux premiers termes (Te et TN) désignent respectivement les opérateurs associés aux
énergies cinétiques des électrons et des noyaux. Les termes Ue N, (766 et U NN désignent respectivement
les opérateurs associés aux énergies potentielles d’interaction électron-noyau, électron-électron et
noyau-noyau. Un tel systeme est impossible a résoudre compte tenu du nombre élevé de variables
(3N + 3 M) et d’interactions mises en jeu dans ce type de problemes. Un premier niveau de simpli-
fication consiste a appliquer 'approximation de Born-Oppenheimer. Cette approximation est basée
sur I'idée que la masse des noyaux est environ 1840 fois plus grande que celle des électrons, donc nous
pouvons considérer que le mouvement relatif des noyaux est suffisamment long par rapport a celui
des électrons ce qui justifie de figer la position des noyaux. Cette premiere approximation permet
de ramener un systeme a plusieurs électrons et noyaux de départ a un systeme poly-électroniques
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seulement. Comme conséquence de cette approximation le terme Ty s’annule et le terme Uypy est
réduit a une constante. L’Hamiltonien ({130]) est ainsi réduit a la forme :

N 322 2 72 N 2
N ﬁ V: Zpe*Vy 1 e
= _ h  — S 131
= 2m, hz:l; dmegry, 2 g 47 eg Ty (131)
Te UENE ert Uee
L’Hamiltonien (131)) décrit des systemes a électrons seuls en interaction mutuelle et en déplacement

dans le potentiel externe des noyaux U..t. En adoptant le systeme des unités atomlques I’expression

de 'Hamiltonien - devient :

. vz XXz v: 181
H==2> 5 -2 o) - (132)
i=1 h=1 i=1 'ih i—j Tij
N S——
TP UeN Ue:tt Uee

Le terme U,y traduit le potentiel crée par I’ensemble des noyaux et ressenti par chaque électron
du systeme quantique étudié. Afin de révéler cet aspect, réécrivons (132)) sous la forme développée :

N

2 N
Z { Vi — 4 um(n)} + U, avec Uy = Z Uewt (1) (133)
P i=1

hi

A N A A
=Y hi+ U (134)
i=1
Le théoreme de Hohenberg-Kohn démontré au début de la section, stipule que :

Eltiex(p)] = Elp] (135)

Selon le théoreme de Hohenberg-Kohn, puisque la densité électronique p(r), détermine le nombre
d’électron total N et le potentiel externe Um, elle devrait également déterminer toutes les propriétés
de I'état fondamental y compris 1’énergie cinétique des électrons 1. et I’énergie de l'interaction entre
les électrons Uee. Ainsi, I'énergie totale de I’état fondamental est une fonction de la densité avec les
composantes suivantes :

Elp] = (W|HI) = (V|T% + Ueelt)) + (¢|Ucartt) (136)
Frklp)
— Fuclp) + [ dewlo] p(r) dr (137)
Ueatlp]
= Frilp] + Uea[p] (138)

L’expression résultante est celle d’'un Hamiltonien décrivant un systeme polyélectroniques en inter-
action mutuelle et en déplacement dans la potentiel externe U,,; généré par les noyaux. La fonction-
nelle Fyi[p] est universelle car dépendante exclusivement des électrons et totalement indépendante
de la nature du systeme quantique (atomes, molécules, solide ... etc.) étudié. Cette information est

3. Le rayon de Bohr ag = 5.2911 nm est pris comme unité de base des longueurs et le Rydberg ou le Hartree comme celles
des énergies sachant que 1 Ryd = 13.60eV et 1 Ha = 2 Ryd = 27.21¢V.
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contenue dans ’expression du potentiel externe.

Hohenberg-Kohn contournent le probleme de la résolution de I’équation de Schréodinger a plu-
sieurs électrons en formulant une fonctionnelle Fpi[p] sous I'influence d’un potentiel externe donné.
Désormais toute la problématique consiste a déterminer la formule de Fyklp]. Il n’existe pas de
formules analytiques pour les fonctionnelles de la densité relatives a ’énergie cinétique T.[p] et a
'interaction électron-électron U, [p]. Cette problématique a été résolue par Kohn et Sham dont le
principe est donné dans la prochaine section.

B. Méthode de Kohn-Sham

Afin de contourner cette difficulté, Kohn-Sham ont imaginé un systeme fictif sans interaction
(T¢lp] # 0 et Uglp] = 0) ayant la méme densité électronique que le systeme quantique étudié (ou
systéme réel). A partir de cette idée, la fonctionnelle de Hohenberg-Kohn est réécrite sous la forme :

Frklp] = T.lp] + Ueelp] (139)
= Telp] + Ueelpl +{Ty[p] — Ty[p]} (140)
= Tylp] + Ueelp] + Telp] — Ty[p] (141)

Ec[p]
= Tylp] + Ueelp] + Eclp] + {Unlp] — Unlp]} (142)
= Tylp] + Unlp] + Eclp] + {Ueclp] — Unlp]} (143)
Ez[p]
= Tylp] + Unlp] + Eclp] + Ex[p] (144)
Eqzc[p]
= T¢[p] + Unlp] + Euclp] (145)
(146)

Ou le terme E,.[p] est la fonctionnelle d’échange-corrélation. Cette fonctionnelle contient toutes
les interactions électron-électron non classiques. Elle s’écrit comme la somme d’une fonctionnelle
d’échange E,[p] (interactions de méme spin) et d’une fonctionnelle de corrélation E.[p] (interactions
entre spins différents). Le lien avec le systéme étudié (avec interaction) se fait en définissant une
énergie d’échange-corrélation par :

Erelp] = {Telpl = Tylpl} + {Ueelpl — Unlpl} (147)

E.[p] Ez[p]

Le terme Uy est le potentiel électrostatique du systéme fictif qui considere le nuage électronique
figé sur des positions fixes (ce qui néglige la corrélation électronique). L’étude de la fonctionnelle
E,.[p] sera détaillée dans les prochaines sections. La fonctionnelle de I’énergie totale correspondant a
ce systeme fictif (sans interactions mutuelle) et en déplacement dans le potentiel externe des noyaux
est égale au systéme réel (avec interaction) selon :

Elp] = Fuclp) + [ teun(r) plr) dr (148)
ert[/’]
= Ty[p] + Unlp] + Exelp] + Ueatlp] (149)
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Parmi les nombreuses densités électroniques possibles, celle correspondant a 1’état fondamental
po(r) est obtenue en appliquant le principe variationnel minimisant I'énergie totale E[p] pour un
potentiel externe bien défini :

Eo = Eu[po] = min E, [p] (150)

L’indice v dans I’équation souligne que le principe variationnel s’applique uniquement a des
densités électroniques v-représentables. Cela signifie I'existence d’une correspondance entre densité
électronique et le potentiel externe au travers du premier théoreme de Hohenberg-Kohn. Néanmoins,
les conditions pour qu’'une densité électronique soit v-représentable sont inconnues. Par voie de
conséquence, 1'utilisation du principe variationnel est impossible, puisqu’il peut conduire sans
la contrainte de v-représentable a des densités dénouées de sens physique. Afin de surmonter cette
impossibilité, nous imposons a la densité électronique d’étre n-représentable seulement. Cela signifie
qu’on impose a la densité électronique d’étre positive ou nulle en tout point de I'espace.

Tenant compte de cette contrainte, parmi l'infinité de fonction d’onde ¢ qui s’intégrent en po(r),
la fonction d’onde de I'état fondamental 1)y est celle minimisant la fonctionnelle de Hohenberg-Kohn.
Il en résulte que le principe variationnel peut étre réécrit en substituant la contrainte de wv-
représentabilité par celle de la n-représentabilité selon :

contrainte — /,0(7’) dr— N =0 (151)

Il s’agit d'un probleme d’optimisation (minimisation de I’énergie totale) avec contrainte. Le La-
grangien correspondant a ce systéme s’écrit :

El[p] — A {/ p(r)dr — N] (152)

Avec A étant le multiplicateur de Lagrange. Plus ce coefficient est grand plus le poids de la contrainte
en question est important. La minimisation de (152)) donne :

5 {E[p] )\ [/ p(r) dr — N} } —0 (153)

Ou N étant le nombre total d’électrons, c’est un parametre constant. Il en résulte :

SE[p] — Ao {/p(r) dr} =0 (154)

Rappelons que la différentielle d’une fonctionnelle s’écrit :

oF
F[f+5f]—F[f]:5F:/W5f(x)dx (155)
Tenant compte de , I’équation s’écrira :
0L |p] _
T(Mdr—/\ /5p(r) dr =0 (156)

Les deux intégrales de ([156)) dépendent de la méme variable et elles ont les mémes bornes d’intégration.

Nous pouvons les écrire sous forme d’une seule intégrale :

/ [M?Lp] dp — Aép(r)] dr =0 (157)
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L’égalité exprimée par I’équation (157]) est vérifiée si :

0E|p]
A= 22 1
5 (158)
Tenant compte de I’équation (138)), il vient :
IElp] _ p OFuk|p(r)]
A=, Rl 159

Dans le cadre de la DFT, le multiplicateur de Lagrange est définie comme un potentiel chimique.
Ce descripteur est tres important car il est relié, entre autre, a la réactivité chimique. Ce descripteur
est largement étudié dans le cadre de la DFT conceptuelle. Tenant compte de ((146)), il vient :

0Blp] _ 9Tylp(r)] | . OB |p(r)]

= Ues U 160
5 D0(r) + Uegt(r) + Un(r) + 90(r) (160)
%,—/
Uge(r)
Ou de facon équivalente :
0Elp] _ 0Tylp(r)] |

- LU, e(r 161
Sp 8p(1”) ff( ) ( )

En combinant les équations (160|) et (160]) il vient :
Uets(r) = Ueat(r) + Unt (1) + Use(7) (162)

Chaque électron du systéme fictif[f] (sans interaction mutuelle entre électrons) ressent individuelle-
ment un potentiel effectif de Kohn-Sham t.rs(r;) qui est la somme des termes électrostatique (Up),
potentiel externe U,,; et du potentiel d’échange-corrélation U,. selon I’'Hamiltonien mono-électronique
suivant :

. —v? . S
RS — 5 —|—ueff(ri) avec UeffEZueff(Tz') (163)

C’est I'opérateur mono-électronique de Kohn-Sham. Nous obtenons les fameuses équations de Kohn-

Sham :

N

—V2
S [T st |00 = O e ) = P (164)

7

Ou X% sont appelées les orbitales de Kohn-Sham. Cette équation mono-électronique s’écrit aussi
sous la forme :

B (1)05 (1) = K9 929 (1) (165)

Selon les calculs des propriétés électroniques reposant sur la DFT, la minimisation de 1’énergie
totale du systeme se fait donc en résolvant de maniere itérative ou auto-cohérente (algorithme SCF')
les équations de Kohn-Sham de la méme maniere que dans le cas de la méthode Hartree-Fock que
nous avons déja établi dans le section précédente Eq.. Ce sont des équations de type Schrodinger,
dont les solutions sont des orbitales mono-électroniques. Dans cette configuration, G.s¢(r;) est ajusté
afin que 6% minimise 'Hamiltonien du systéme réel. Les orbitales de Kohn-Sham doivent reproduire
la densité électronique exacte de I'état fondamental du systeme étudié.

4. Le systéme fictif d’électrons sans interaction qui a la méme densité électronique que le systéme réel avec interaction
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C. Fonctionnelle échange-corrélation

Du fait du principe de Pauli, il faut tenir compte de I'anti-symmétrisation de la fonction d’onde
et donc du fait que les électrons de méme spin se repoussent fortement. Le terme E, doit contenir
ce facteur, mais il est difficile d’expliciter une fonctionnelle en p(r) ayant cette fonction. De méme, il
manque la corrélation électronique qui doit étre contenue dans E,. qui va plutot reproduire la répulsion
entre électrons de spins différents. Ces deux derniers termes sont difficiles a obtenir et jusqu’a présent
seules des expressions approchées existent. La premiére approximation est nommée LDA (Local
Density Approximation). Cette approximationﬂ considére que pour les systemes inhomogenes dont
la densité varie lentement, le systéme semble localement avoir une densité constante. Par conséquent,
le potentiel externe sera également constant et le systéeme est similaire au gaz d’électrons homogene.
Utilisons ce principe pour construire une approximation locale de E,.[p]

Evelp] = [ p0) exelpn)] dr = [ () {exlp(0)] + ec[p(r)]} dr (166)

Ou €,[p(r)] désigne la densité d’énergie (c’est-a-dire une énergie par électron) au point r dans
I’espace, qui ne dépend que de la densité en ce point. Cette énergie par particule est pondérée avec la
probabilité p(r) qu’il y ait un électron a cette position. En développant la derniére équation il vient :

= Bl = [ o) elp dr+ [ o(r) elp(r)] dr (167)
EI Ec
La contribution de I’échange pour gaz d’électrons homogene est connue de maniere analytique :
313 1/3
Elpl = o5 [Zo0)] " dr (168)
T
3713 1/3
= =5 |2 o) ar (169)
™

Cette derniere équation stipule qu’il suffit de connaitre la densité électronique en un point donné
de l'espace et I’énergie d’échange est alors simplement 'intégrale sur la densité a la puissance 4/3.
La contribution d’échange au potentiel U,.(r) peut étre calculée directement suivant :

) = 25— o)+ ptr) 25 ) (170)
1/3 1/3
» w=1 ] e ] 2 (a7)
1/3
= w0 =[2]" o) (172)

C’est la forme la plus simple de la contribution de 1’échange. Il existe une multitude d’expressions
analytiques, nous en donnerons uniquement deux expressions. Nous commencons par la fonctionnelle
d’échange de Dirac-Slater qui est donnée par :

EEP(pa, pa) = [ plr) ealp(r), €] dr (173)

5. L’approximation LDA a été développée originalement pour les métaux en supposant que la densité est constante dans le
solide. LDA tend & sous-estimer les énergies d’échange par prés de 10%, et & sur-estimer la corrélation par plus de x2.

Chapitre? Méthodes de calcul quantique 142

MASTER PHYSIQUE - Toutes options confondues



Cours complet est disponible sur mon site web : http://sites.univ-biskra.dz/kenouche/

M. Samir KENOUCHE

elp(r), €] = lp(r)] + {exlo(r)] = Slo(r]} £(9) (174)
1/3 1/3
S =l 0 =5 2] 57 e Al =alot =22 2] g8 ()
1+ P92 _ Pa— P8
1(6) = ST ot g=le (176)

La deuxieme fonctionnelle d’échange que nous donnons est celle de Becke, définie par :

EPEpo, ps] = EXPpa, ps) =3 /pa(r) €xlpo(r), &) dr (177)
_ 13 0.0042¢2 | Vpo(r)|
€[pa(r), &) = po(r)/” x T 00 s & = e (178)

Cette fonctionnelle constitue une correction de celle de Dirac-Slater par I'introduction du gradient
de la densité électronique Vp,(r). Ce gradient corrige les insuffisances de I'approximation de la
densité locale (LDA). En effet, le gradient Vp,(r) prend en compte les inhomogénéités locales de la
densité électronique. Dans la littérature, cette correction porte le nom de l’approximation du gradient
généralisé ou GGA. Dans le cadre de cette approximation, la fonctionnelle d’échange-corrélation est
donnée par la forme générale :

EEAp(r), Vo (r)] = [ F(plr), Vo(r)) dr (179)

En fonction de la formule de f(p(r), Vp,(r)), différentes expressions analytiques ont été développées.
Nous donnons ci-dessous, une formule analytique décrivant la fonctionnelle de la corrélation E,. dans
le cadre de 'approximation GGA. Nous donnerons la plus utilisée pour les molécules organiques qui
celle de Lee, Yang et Parr :

ELYP N ( )
c [p 7p5 ]_+dp(7”) 1/3 X

Ou

3
Les constantes valent : ¢, = 2%3 — (372)%3, @ = 0.049, b = 0.132, ¢ = 0.253 et d = 0.349. Avec

un niveau de précision similaire, les exigences de calcul avec les méthodes DFT sont bien moindres
qu’avec les méthodes ab initio. C’est pourquoi les méthodes DFT sont largement utilisées dans
le calcul des propriétés électroniques des molécules organiques. Par ailleurs, comme nous l’avons
mentionné précédemment, il existe de nombreuses approximations de la fonctionnelle d’échange-
corrélation. Ces dernieres sont désignées dans le logiciel Gaussian par les initiales des auteurs dont
la premiere partie désigne la partie échange et la deuxieme la celle de la corrélation.
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VI. Annexe : Rappels mathématiques

La définition formelle d'un espace vectoriel sur un corps K (ou un K-espace vectoriel) est un
ensemble non vide £ muni d’une loi de composition interne, notée (+) qui est Paddition vectorielle :

ExE—E
(Ul,’Ug) — V1 + U9

La somme de deux éléments (vy,vo € £2) de 'espace vectoriel £ est aussi un élément de Pespace
vectoriel (vq + vy € £). Le mot interne signifie que 'addition vectorielle est réalisée uniquement sur
les éléments appartenant a 1’espace vectoriel lui-méme. L’espace vectoriel £ est également muni d’une
loi de composition externe, noté (-) soit VA € K,Vv € £ :

Kx&+— &
(A, v) — Ao

On appelle les éléments de & des vecteurs et les éléments de K des scalaires. La loi de composition
externe sur 'espace vectoriel £ est la multiplication d’un vecteur par un scalaire \.

i. Axiomes a la loi interne

— Commutativité : Yoy, v € £, 11 + v9 = vy + v1.

— Associativité : Yoy, vg € E,v1 + (ve + v3) = (v1 + v2) + vs.

— Elément neutre : 10 € £,Vv € £, v+ 0g = v. Avec Og est le vecteur nul.
— Symétrique : I € EVv € E v v =0 = v = —v.

ii. Axiomes a la loi externe

— Elément neutre : 31\ € KYve & N-v=v=A=1.

— Distributivité par rapport a addition vectorielle : VA € K, Vv, v9 € E, A (v1 + v2) = Avg + Aws.
— Distributivité par rapport a ’addition des scalaires : VA1, Ay € K, Vv € €, (A1+X2) v = A\ v+ 0.

Le scalaire A engendre un accroissement ou un rétrécissement d’un vecteur. La loi interne (+) et
la loi externe (-) doivent satisfaire ces axiomes pour que (€, +, -) soit un espace vectoriel sur le corps K.

iii. Combinaison linéaire

Vn € N*, soit {v,} des vecteurs d'un espace vectoriel £. Le vecteur :

neN*
V= N (181)
=1

est appelé combinaison linéaire des vecteurs {v,}, .. Les scalaires {\,}, . sont les coefficients
de la combinaison linéaire.

Exemple 1 : dans I'espace vectoriel sur le corps R?® (K = R), le vecteur (3,3,1) est combinaison
linéaire des vecteurs (1,1,0) et (1,1,1) :

(3,3,1) =2(1,1,0) + (1,1,1) avec A =2, =1
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1 6
Exemple 2 : considérons le R3-espace vectoriel, v, v, € € telle que v; = | 2 | et v, = |4
-1 2
9
— Montrer que v = | 2 | est une combinaison linéaire de vy et vs.
7
Cherchons A, Ay € R tel que :
9 1 6
2= 1 2 [+ |4 (182)
7 -1 2

I
N

9:/\1+6)\2 A_—?)
= 2=9)\ +4)\ ;»{ Al_
2

7:—>\1—|—2)\2

iv. Espace vectoriel Euclidien

Un espace vectoriel est Fuclidien si en plus des axiomes définissant un espace vectoriel (€, +,+) on
lui associe un produit scalaire, c’est-a-dire une forme, bilinéaire, symétrique et définie positive. Un
espace vectoriel seul n’a pas la notion de distance (ou de norme). Afin de donner une structure a cet
espace, une sorte de maillage, on doit lui associer un produit scalaire pour calculer des angles et des
longueurs. Parce que le produit scalaire est définie positif qu'on peut définir une norme. La norme
Euclidienne est définie avec les propriétés suivantes :

—Yoel& ||lla=vv-v st ||v]la=0<0v=0.
— Yoy, ve € &, ||v1 + 2|2 < |Jvi]l2 + ||v2]]2 (inégalité triangulaire).
— Les inégalités de Cauchy-Schwartz montre que la norme Euclidienne est une vraie norme :

Vi, 03 € &, [[or - vall2 < Jvn]2 - [[val[2

Exemple 1 :

Exemple 2 :

[f(@) - g(@)]” < [f(@)]” - [g(2)]’

Preuve : Soit la distance entre deux vecteurs :

o1 = Awa|[3 = [Jon][? = 2X w1 w2 + N [[wa| |2 = F(A) > 0 (183)
Nous remarquons que f(A) a une forme parabolique donc elle admet un minimum pour \* :
FO=N) =200+ 20 [Ja][s = 0 = \* = - i ﬁ” (184)
U2|[2

En substituant (184)) dans ((183)), il vient :

( U2)

(v1 '02)2
||U1||% || T

2

2[5
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= (v1v2)* < Jor]f3 - [[oall3 & [lvr - val [ < [Jon]f3 - [[va[3

Exemples de normes :

n
— Norme 1 sur R" ou C", ||v]| = ) ;. Avec z; sont les coordonnées du vecteur v.
i=1

— Norme 2 sur R” ou C", ||v||s =

— Norme oo sur R” ou C", ||v||so

Théoréme : Vv, vy € &, la distance d(vy,v2) = ||v; — vg]| est alors une métrique sur 'espace
vectoriel £

v. Produit scalaire sur un R-espace vectoriel

Le but est de donner une notion de continuité dans l'espace des états de fagon a traduire la
continuité des évolutions des systemes dans I'espace physique. Afin de passer d’un état physique a un
autre on doit définir la notion de distance dans I’espace mathématique (espace vectoriel). Autrement
dit, la distance ou la norme dans cet espace abstrait traduira la continuité de 1’évolution des états
dans l'espace physique (ou espace des mesures). Comme nous l'avons mentionné précédemment,
formellement le produit scalaire est définie comme une forme, bilinéaire, symétrique et définie positive.
Nous allons expliquer chaque terme de cette définition.

une forme est une application :

f:€EXE—TR
Yui,v9 € E — f(v1,v9)

Nous formons, c’est le cas de le dire, un scalaire f(vq,v2) a partir de deux vecteurs. Le terme
bilinéaire signifie que cette application est linéaire a gauche (par rapport a v;) et a droite (par
rapport a vs).

\V/Ub'UQ,Ug S (C/',\V/)\ ER:
f(or,v2 4+ Avs) = f(vi,v2) + A f(v1,03)
f(’l)l + )\’Ug,vg) = f(Ul,Ug) + )\f(’l)g,’l)g)

Le terme symétrique signifie : f(vy,ve) = f(vq,v1). Le terme positive signifie Vv € £, f(v,v) > 0
un produit scalaire sur lui-méme donne un scalaire positif ou nul. Finalement le terme définie positive
signifie :

Voe& flv,v)=0=v=0 si v#0g= f(v,v)>0

Ce sont les propriétés standards d’un produit scalaire typiquement Euclidien dans un R-espace
vectoriel. Par ailleurs, nous pouvons associer a n’importe quelle forme linéaire de ce type une norme
Vo €&, ||v||> = f(v,v). Les propriétés de cette norme ont été déja définies dans la section précédente.
L’ Orthogonalité s’exprime par :
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Vo, v € E,v1 L vg = fug,v9) =0

Une base est orthonormée si Vi # j € N* = f(v;,v;) =0 et f(v;,v;) = 1. La norme des vecteurs
constituant la base est égale & 1. On peut passer d'une base quelconque a une base orthonormée au
moyen de 'algorithme de Gram-Schmidt :

wp = v — Y 2y, (185)

Avec {vp},cn- sont les vecteurs de la base quelconque et {u;};.y. sont les vecteurs de la base
orthogonale. La base orthonormée est obtenue en divisant chaque vecteur de la base orthogonale par
sa norme.

Uy,

[Juk|

Base orthonormée =

vi. Espace hermitien : Pour les espaces vectoriels Euclidiens, nous avons

n
YoeE=v-v=> x>0 seulementsi z;€R

i=1
Dans un espace vectoriel hermitien (K = C), afin de disposer d’une norme || - || € R il faudra :
n n
V2eC=z-2=) |z[°=> 22 >0 produit scalaire hermitien
i=1 i=1
Ainsi,
n n
Vezel® tw-z=Y wizl#z-w avec z-w=» zw
i=1 i=1
En effet,

n *

sw=3 sl =31 v = [ srui| =l

i=1 i=1 i=1

Définition : Un espace hermitien est un espace vectoriel sur le corps C muni d’un produit scalaire
hermitien : £ x £ —— C ayant les propriétés suivantes, VA1, Ay € C2, V21,20 € £2 -

— Linéarité a gauche : (A; 21 + Ay 22) 20 = Ay (21 - 22) + A2 (22 - 23).

— Sesquilinéaire a droite : 23 - (A; 20 + A223) 22 = A 21 - 220 + A 21 - 23. En notation de Dirac
A1) = Af¢) (linéarité a droite) et (A | = A* (| (sesquilinéaire a gauche).

— 21 R9 = (22 . Zl)*.

— Défini positif : z-¢ > 0 si z # 0.

— On définit la norme hermitienne : ||z|| = vz - 2.
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Les autres propriétés d'un espace vectoriel Euclidien (inégalité triangulaire, inégalité de Cauchy-

Schwartz, ...) restent valables pour le produit scalaire hermitien, méme l’algorithme de Gram-Schmidth.
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